ALGEBRA

NUMERE REALE

N={0, 1, 2, 3, ... }: multimea nr. naturale

Z=Nu{-1,-2,-3,...} ={..., =3, -2, 1,0, 1, 2, 3, ... }: multimea nr. intregi
Q={%|a,beZ, b# 0} multimea nr. rationale

R \ Q: multimea nr. reale

> Orice numar rational se scrie sub forma de fractie zecimala finita sau infinita periodica, cu

perioada diferita de 0 sau 9.

FORMULE DE CALCUL PRESCURTATE

a,beR

(a+b)? =a ® + 2ab + b*

(a—b)?=a®— 2ab + b?

(@ +b)(a—b) =a®—b?

(a+b—|—c) =a? +b* + c* + 2ab + 2ac + 2bc

(a+b)3 = a3 + 3a%b + 3ab® + b3

(@ —b)® = a3 — 3a’b + 3ab® — b3

a3—|—b3 (a+b)(a —ab +b?)

a —b3 (a — b)(a® + ab + b?)

a” = (a —b)(a™ 1—i—a”’2-b+a"’3-b2+...+bn’1), (V)n € N
a2k+1 + b2k+1 ( )( a2k—1 b+ a2k—2 . b2—. . +b2k), (V)k c N*

ORDONAREA NR. REALE
c>0 = ac<bc

a<bl-c= {c<0 = ac > bc

a1+ ax+...+an n . n
My, = ; mp, = 7 T T ; Mg = 4/a71 - A2... Ay
n ot elols SRS
(5] as QAnp

> Mediile sunt, de la stdnga la dreapta: media aritmetica, media armonica si media
geometrica. Pentru n = 2, my < my < mg, Vz, y > 0.

INEGALITATEA CAUCHY-BUNIAKOVSKI-SCHWARZ (CBS)
(a® + b)) (22 + y?) > (az + by)?, Va,b,z,y € R

(a®+ b)) (2 + ) = (ax + by)® <= & = 2, 2,y #0
>Generalizare:

(a? +a3+...+a2)(b3 + b3+...+b2) > (arbr + azba+. .. +anby)?, Vai,as,...,an,b1,bs,. ..

> Inegalitatea Bergrstrom:

£+£>M
a b = a+bd

2+ + 22 >y +xz+yz,Ve,y,z€R

MODULUL UNUI NUMAR REAL
2| = x, dacdz > 0
| —=z, dacixz <0



> Proprietati:

|z| >0,V € R

z| =0<=2z=0

-yl = [z] - [y], Ve, y € R
2| = G Ve y € Ry #0

|z +y| < |z| + |y|,Vz,y € R; egalitate <= z si y au acelasi semn |z| = | — z|,Vz € R
|z| =a,a >0<=z € {—a,a}

z| <a,a>0<= —a<z<a<=zc|[—aq,dq

lz| > a,a>0<=z < —a sau ¢ > a <= z € (—o0, —a| U [a, +00)

lz| = |y| <= a = +b

PARTEA INTREAGA S| PARTEA FRACTIONARA A UNUI NR. REAL

> Prin partea intreaga a nr. real x intelegem cel mai mare nr. intreg mai mic-egal decat x:
] =k€Z <z <€ [kk+1).

> Proprietati:

[z] € Z,Vz € R
[t =keZ e zclkk+1)
] =z <=z cZ

]

[z] <z < [z]+1,Vz e R
[+ kl=[z]+kVeeR keZ

> Partea fractionard a unui nr. real z reprezinta diferenta dintre z si partea sa intreaga [z]:
{z} =z —[z].

> Proprietati:

0<{z}<1l,VzeR

{z}=0<=zcZ

ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

> Un enunt despre care putem spune ca este adevarat sau fals, dar nu ambele, se numeste
propozitie logica.

> Valorile de adevar sunt "adevarat" ("A" sau "1") si "fals" ("F" sau "0").

> Prin negatia propozitiei logice p intelegem propoz. notata —p sau p numita "non p" care
este

adevarata cand p este falsa si este falsa cand p este adevarata.

> Tabel de adevar pentru negatia propozitiilor:

p -p
1

] n

> Conjunctia propozitiilor p si g este propoz. notata "p A ¢" care este adevarata numai daca
ambele propozitii sunt adevarate.

> Disjunctia propozitiilor p si ¢ este propoz. notata "p v ¢" (cititd "p sau ¢") care este
adevarata atunci cand cel putin una dintre propoz. p si ¢ este adevarata.

> Implicatia propozitiilor p Si g, notata p — ¢ sau (—p) V q , este falsa doar daca p este
adevarata si g falsa.

p q pAg Il p q pVq I p q P p—q
1 1 1 Il 1 1 1 Il 1 1 0 1



1 0 0 Il 1 0 1 I 1 0 0 0
0 1 0 I 0 1 1 I 0 1 1 1
0 0 0 Il 0 0 0 Il 0 0 1 1

> Echivalenta propozitiilor p si g, notata p <+ g sau (p — q) A (¢ — p), este adevarata doar
daca p si ¢ au aceeasi valoare de adevar. Observatie: (p <> q) = ((p — ¢) A (¢ — p)), unde
= indica identitatea din punct de vedere logic.

p q b—q q¢q—p pP<—(g
1 1 1 1 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

> Prin formula propozitional& intelegem o expresie in care apar mai multe propoz. legate
intre ele prin conectori logici: « = a(p, ¢, r...), 8= B(p, q, 7, ...). @ = B daca pentru orice
inlocuire a propozitiilor cu valori de adevar cele doua formule au aceeasi formula de adevar.
Spre exemplu, a = 3, unde « reprezintd formula —(p V q) si g reprezintd formula (—p) A (—q):

p ¢ pVg -(pveg) P 71T (-p)A(7g)
1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1

> O formula prop. care este adevarata indiferent de valorile de adevar ale prop. componente
se numeste tautologie sau formula identic adevérata. De pilda, formula o = p Vv (—p)
reprezinta o astfel de tautologie:

p P pV(-p)
0
1

> Un enunt care depinde de una sau mai multe variabile si doar prin inlocuirea variabilelor
cu diverse valori devin propozitii logice se numeste predicat. n functie de cate variabile apar
avem:

predicat unar: depinde de o singura variabild: "P(z)", x € M
predicat binar: depinde de doua variabile: "P(z,y)", x € M
predicat ternar: depinde de trei variabile: "P(z,y, 2)", z € M



P(5): "A" I QG6): "A"

> Propozitia universald "(Vz) P(z)" este adevarata atunci cand vz, € M, P(z,) este

adevarata, unde "V" se numeste cuantificator universal. Daca gasim o singura valoare

a € M astfel incat P(«a) este falsa, atunci propozitia universala este falsa si o se numeste

contraexemplu. Exemplu: P(z) : (z2 > 0)z € R

(Vz) P(z): Vz € R, 22 > 0 "F”
P(0): 02 >0 "F”

> Propozitia existentiald "(3z) P(x)" este adevarata daca exista cel putin o valoare zy € M

astfel incat P(z,) este adevarata. Propozitia existentiala este falsa daca Vzy € M P(x,) este

falsa, unde "3 " se numeste cuantificator existential. Exemplu: (3z) "z? > 0"z € R "A”
P(1): 1> >0 "A”

INDUCTIA MATEMATICA

> Fie P(n) o propozitie care depinde de un nr. natural n. Daca propozitia P(0) este

adevarata si din P(k) adevaratd, k € N oarecare rezultd P(k + 1) adevarata atunci P(n) este

adevarata vVn € N.

> Fie P(n) o propozitie care depinde de n € N, n > m. Aceasta metoda presupune doua

etape:

verificdm daca P(m) este ”"A”

presupunem ca P(k) este ”A”, k € N, k > m, oarecare si demonstram P(k + 1) este
» AP

Daca gambele etape au loc atunci P(n) ”A” Vn > m.

> Se definesc urmatoarele notatii:

1 1 1 - d
LI S i 12.22.32. .. .02 = [[ &2
14 a7 T B e Z (3% — 2)( 3k+1) 7 " kl;[l ’

unde operatorul X indica "suma pentru k de la 1 la n" si operatorul II indica "produs
pentru kde la1lan".

SIRURI DE NUMERE REALE

> O functie este notata f : A — B; Vz € A 3f(x) € B unic, unde A se numeste domeniu de
definitie, B codomeniu sau multimea imaginilor si f(x) imaginea lui z prin functia f.

> O functie f : N, — R se numeste sir de numere reale, unde N, = {n € N|n >k, k > N}.
Vn € N, n >k — f(n) € R unic, unde f(n) = a,, € R se numeste termenul de rang n al
sirului. Observatie: orice sir are o infinitate de termeni. Un sir poate fi definit prin unul dintre
urmatoarele trei moduri:

prin enumerare

cu ajutorul unei formule sau a mai multor formule, unde formula reprezinta o legatura

dintre rang si valoare: b, = 32, ¥n € N* (de exemplu).



printr-o relatie de recurent&, unde relatia de recurenta reprezinta o legatura intre doi sau
mai multi termeni consecutivi ai sirului: f, = f,_1 + fn_2, Vn > 2 (de exemplu).

> Spunem ca sirul (a,,),>; este:

strict crescator daca a,, < api1 Vn € N*
crescator daca a, < an.1, Vn € N*
strict descrescator daca a,, > a, 1, Vn € N*

descrescator daca a,, > an.1Vn € N*

> Un sir (an)n>1 Se numeste mdrginit daca da,b € R, a < b astfel incat a < a,, < b, Vn € N*,
unde a se numeste margine inferioara si b margine superioara.

> Un sir in care fiecare termen incepand cu al doilea se obtine din cel anterior prin adunarea
aceluiasi numar real numit ratie se numeste progresie aritmetica: a, = an—1 +r, VYn > 2.
Formula pentru termenul de rang n al unei progresii aritmetice in functie de ratia r si primul
termen a; este urmatoarea: a, = a1 + (n — 1)r. Observatie: o progresie aritmetica este unic
determinata de primul sau termen si de ratie.

> Spunem ca numerelee reale z1, zs, ..., x, Sunt in progresie aritmetica daca sunt termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice: =+ 1, z2,..., Tx.

> Un sir (a,)n>1 €ste progresie aritmetica daca si numai daca fiecare termen incepand cu al
doilea este media aritmetica a termenilor vecini lui:

> Notam suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice astfel:

S, = a1 +as+...+an, n € N* Suma aceasta se calculeaza folosind urmatoare formula:

Ap-1+apq
2

(a1 + an)n

Vn>2 8, =
Jn—7 2

a, =
Observatie: in orice progresie aritmetica suma termenilor extremi este constanta:
a;+ap, =02 +Ap1=...= Qp + Qpy1f-
> Un sir in care primul termen este nenul si fiecare termen incepéand cu al doilea se obtine
din cel anterior prin inmultire cu acelasi numar real nenul se numeste progresie geometrica:
(bn)n>1 prog. geometricd <= b, = b,, 1 - g, ¥n > 2, n € N. Numarul real g cu care inmultim se
numeste ratia progresiei. Observatie:
(bn)n>1 prog. geometricd <= b,, = m, b, >0 sau b2 =b,_;-b,.1, b, €R.
> Un sir cu termeni pozitivi este progresie geometrica daca si numai daca fiecare termen
incepand cu al doilea este media geometrica a vecinilor sai.
> Spunem ca numerele reale z, z,, ..., z, Se afla in progresie geometrica daca sunt
termeni consecutivi ai progresiei (nu neaparat primii): = x, s, ..., Z,.
> Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice poate fi calculata folosind
urmatoarea formula:

"—1

Gy L1

1 ,qF#1sau S, =b1-n,qg=1
q_

PROPRIETATILE GENERALE ALE FUNCTIILOR
> Amintim notatia si definitia unei functii: f: A - B — Vax € A 3f(z) € B, unde A se



numeste domeniu de definitie si B codomeniu sau domeniu de valori. Graficul functiei f
reprezintd multimea G = {(z, (f(z)) |z € A}. Daca punctul (z,y) € Gy, atunci f(z) = y.
Numarul de functii f : A — B este (card B)*44,

> Functiag: A — R, g(z) = f(z) Vz € A se numeste restrictie a functiei f si se noteaza f| 4.
Functia f se numeste prelungire a functiei g.

> Fie functia numericd f : D - R, D C Rsi AC D:dacd A C D, f(A) ={f(z) |z € A} se
numeste imaginea multimii A prin f; daca A = D, Im f = {f(z) |z € D} se numeste
imaginea functiei f.

> Spunem ca o functie f : D — R este marginitd daca Im f C |[a,b], a,b € R. Observatie: o
functie trebuie sa aiba ambele margini pentru a fi marginita.

FUNCTIA DE GRADUL |

> Functia f : R — R, f(z) = az + b, unde a,b € R se numeste functie afind. Daca a # 0,
atunci functia f se numeste functie de gradul I. Dacd a = 0, atunci f: R — R, f(z) =be R
se numeste functie constanta. Observatie: graficul functiei afine (constanta sau de gradul I)
este o dreapta.

> O multime D C R se numeste simetrica fata de origine dacavVe € D — —z € D.

> Fie D C R o multime simetrica fata de origine. Spunem ca o functie f : D — R este functie
pard daca f(x) = f(—=z), Vz € D sau functie impard daca f(—z) = —f(x),Vx € D.

> Doua puncte A si B sunt simetrice fata de un punct M daca are loc relatia

MA = MB, M € (AB). Doua puncte A si B sunt simetrice fata de o dreapta d daca
AB 1 d,ABNd={M}si MA= MB.

> Spunem ca graficul functiei f este simetric fata de dreapta de ecuatie x = a daca

fla —z) = f(a+ z), Yz € D, unde dreapta = = a Se numeste axa de simetrie. Observatie:
f: D — R functie pard <= f(—z) = f(z), Ve € D

fO—2)=f0+z),zeD

dreapta x=0 (axa Oy) axa de simetrie.
> Spunem ca graficul functiei f este simetric fata de punctul P(a,b) daca

fla—z) + f(a+ z) = 2b, Vx € D. Punctul P se numeste centru de simetrie. Observatie:
f: D — R functie impara <— f(—z) = — f(z), Ve € D
f(—z) + f(z) =0
f(0—z)+ f(0+z)
2
0(0,0) centru de simetrie.
> Fie f: D — R, D C R (functie numerica). Spunem ca functia f este:

=0

strict crescatoare pe D daca Vz,,zs € D, z; < 9 = f(z1) < f(z2)

strict descrescétoare pe D daca Vzi,z2 € D, z1 < 22 = f(z1) > f(z2)
strict monotona pe D daca este strict crescatoare sau strict descrescatoare
crescétoare (") pe D daca Ve, z2 € D, 21 < z2 = f(x1) < f(z2)
descrescdtoare (\,) pe D daca Vzi,z2 € D, 1 < 2 = f(z1) > f(z2)
monotona pe D daca este crescatoare sau descrescatoare

> Fiexi,xz2 € R, 1 < a2
f(z1) — f(z2) = Z’% - 37% = (z1 — z2)(z1 + x2)



dacd z1,z2 € [0,+00) = f(z1) — f(z2) <O

f(@1) < f(z2)
f strict 7 pe [0, +00)
dacd z1,z2 € (—00,0) = f(x1) — f(z2) >0
f(@1) > f(2)
f strict \, pe (—00,0),
unde [0, +o0) Si (—o0, 0] se numesc intervale de monotonie.

a,a>b

, <
> Se definesc urmatoarele functii: max(a, b) {b ab’ Si min(a, b) {a’ asb

b,a>b
> Daca o functie este monotona pe o multime atunci ea are aceeasi monotonie pe orice

submultime a multimii date:

f:D—-R, DCR

presupunem f strict ' pe D <= Vz|,z5 € D, 21 < 3 — f(z1) < f(x3)
ACD fiexi, 22 € A, 1 <23 = z1,22 € D = f(z1) < f(z2).
Reciproca afirmatiei este, in general, falsa.

> Daca functia f: R — R, f(z) = h(z),z<a este strict * pe (—o0,a] si pe (a, +o0
f2($)a T >a

trebuie sa aiba loc si relatia f;(a) < f5(a) astfel incat f sa fie strict ,/~ pe R. Analog, daca f
este strict N\, pe (—oo, a] Si pe (a, +00) trebuie sa aiba loc si relatia f;(a) > f(a) astfel incat
f sa fie strict \, pe R.

> Fie f: D — R, D C R. Spunem ca f este periodica daca 3T € R, T # 0 cu proprietatea
f(z+T) = f(z), Ve € D. Numarul real T' # 0 se numeste perioada a functiei f. Observatie:
daca o functie are o perioada atunci ea are o infinitate de perioade:

f(z + kT) = f(x), Yz € D, Vk € Z*.

> Daca T # 0 este o perioada a functiei f atunci numerele kT, k € Z* sunt perioade ale
functiei f, adica f admite o infinitate de perioade. Daca exista, cea mai mica perioada strict
pozitiva se numeste perioada principala.

> Fie functiile f,g: D — R, D C R (numerice). Se definesc urmatoarele operatii cu functir:

adunarea: f+¢g: D — R, (f+ g)(z) = f(z) + g(z), Vz € D, unde (f + g)(z) reprezinta
functia suma

produsul: f-g: D — R, (f-g)(z) = f(z) - g(z), Ve € D, unde (f - g)(x) reprezinta functia
produs

impartirea: g : D) —» R, (%)(m) = %, Vz € D, unde (
Dy = {z € D|g(x) # 0}

Q=

)(z) reprezinta functia cét si

> Daca f: A— B, g: B— C prin compunerea functiilor g si f intelegem functia notata g o f
go f A C

(g0 (=) = g(f(z)), vz € A.
definitie al lui g coincide cu codomeniul lui f; suma a doua functii strict
crescatoare/descrescatoare este o functie strict crescatoare/descrescatoare; compunerea a
doua functii de aceeasi monotonie este o functie strict crescatoare; compunerea a doua
functii de monotonii diferite este o functie strict descrescitoare. in general, compunerea

functiilor nu este comutativa. Compunerea functiilor este, in schimb, asociativa:

f g h ho(gof):A— D
A—B—(C—D = (hog)of:A—D.

Altfel spus, (hog)o f =ho(go f).

cu proprietatile: Observatii: g o f are sens <= domeniul de



> Functials: A— A, 1a(z) =z, Yz € A se numeste functia identic& a multimii A:
In:N—= N, Iy(n) =n,¥n € N

1
a4l B

(foly)(z) = f(la(z)) = f(xr) = foly = f element neutru la dreapta

4" B

(1po f)(z) =1B(f(z)) = f(x) = 1po f = f element neutru la stanga

FUNCTIA DE GRADUL II

> O ecuatie de forma az? + bz + ¢ = 0 (1) unde a,b,c € R, a # 0 Se numeste ecuatie de
gradul al doilea. Numerele reale a, b, c Se numesc coeficienti ai ecuatiei, iar x se numeste
necunoscuta.

> Prin solutie a ecuatiei (1) intelegem un nr. real « cu proprietatea aa? + ba + ¢ = 0.

> Rezolvarea ecuatiei de gradul Il presupune aflarea radacinilor x1, x2 folosind formula
T12 = %, unde A se numeste discriminant si are formula A = b% — 4ac. In functie de

I

semnul lui delta (A), solutiile oricarei ecuatii apartin unuia dintre urmatoarele trei cazuri:

doua solutii reale: A >0 = z1,z2 € R, x1 # 2
o solutie reald/doud solutii reale identice: A =0 = z,25 € R, 2; = x5 = — 2

2a

nicio solutiereala: A <0 = z1,z2 € R

> Daca z1, z2 sunt radacinile (solutiile) ecuatiei (1) atunci au loc urmatoarele relatii
(cunoscute si ca relatiile lui Viete): S = x1 + z2 = —%, P=z-22= % Dacazi,zs c Rsi

S = 1 + x2, P = z125 atunci ecuatia z> — Sz + P = 0 are ca solutii reale pe z; Si z».
Observatii: z2 + z3 = S* — 2P, 2} + 25 = S(5% — 3P).

> O expresie de forma az? + bz + c, a,b,c € R, a # 0 se numeste trinom de gradul al doilea.
Dacd a,b,c € R, a # 0 si 21, z2 € R sunt rad&cinile ecuatiei az? + bz + ¢ = 0 atunci

az? +bx +c = a(x — z1)(z — z2).

> Functia f : R — R, f(z) = az? + bx + ¢, a,b,c € R, a # 0 se numeste functie de gradul al
doilea. Ecuatia az? + bz + ¢ = 0 S numeste ecuatie asociata functiei de gradul Il. Orice

functie de gradul Il admite o forma canonica:

b\* -A
f($):a<$+2—a> +E

> Fie f: D — R, D C R. Spunem ca zy € D este un punct de minim (maxim) al functiei f
daca f(z) > f(zo), Yz € D (f(z) < f(xo), Yz € D). Numarul f(zo) se numeste valoare
minima (maxima) a functiei f.

>Fie f:R = R, f(z) =az?+bx +c, a,b,c R, a #0:

daca a > 0 atunci functia f are minim z,;, = —2—’; este punctul minim si f(z)min = —4%

este valoarea minima a functiei
dacd a < 0 atunci functia f are maxim, zme, = —- este punctul de maxim si
f(2)mex = — L este valoarea maxima a functiei



A A
Observatii: a > 0 = f(z)in = ~1a = Imf= {—E,er)

a<0 = f(m)maw:_% — Imf: (—OO,—A:|

4 4a
b : .
T = “oq este axa de simetrie a G f
a
> Graficul functiei de gradul al doilea este o curba numita parabold. Punctul V (-, — &)

se numeste varful parabolei. Graficul se intersecteaza tot timpul cu axa Oy in punctul de
coordonate (0, f(0)), iar intersectia cu axa Ox accepta trei cazuri:

A <0:ecuatianuaresolutiinR —= GyNOzx =0

A=0:z1=2=—-% = G;yNO0z=V(-%,0), axa Oz este tangentd la parabola

A > 0: .'.171,2 = _biz/z, T # Lo — Gf N Ol’ = {A(l‘l,O), B(ﬁ:g,O)}

Observatie: calculam imaginile unor valori de o parte si de alta a varfului pentru a desena
parabola cat mai exact.

> Daca a > 0 atunci functia f este strict descrescatoare pe (—oo, —2—’;} si strict crescatoare
pe [—2—2, +oo). Daca a < 0 atunci functia f este strict crescatoare pe (—oo, —%} Si strict
descrescatoare pe [—%, +oo). Observatie: f (orice functie de gradul Il) nu este monotona
pe R.

> A stabili semnul functiei f inseamna a determina intervalele pe care functia este positiva
sau negativa. Intervalele acestea sunt dependente de semnul lui A si al lui a dupa cum
urmeaza:

A<0a>0 = f(z)>0,VzeR
a<0 = f(z)<0,VzeR
A=0a>0 = f(z)>0,Vz eR
a<0 = f(z)<0,VzeR

a>0 = f(z) >0
a<0 = f(z)<0

> Semnul unei functii de gradul | urmeaza urmatoarele reguli:

b
x € (—oo,——) —> f(z) are semnul opus lui a
a

b
x e <——, +oo> —> f(x) are semnul lui a
a

b
:EZ_E = f(z) =0

> Tn functie de semnul lui S si P mentionate anterior in cadrul relatiilor lui Viete putem stabili
cateva relatii Intre radacinile z; si z, ale unei ecuatii de gradul II:

S>0,P>0 — x2;<0,29>0

S<0,P>0 = 2:1<0,22<0

S>0,P<0 — CL’1<0,:I}2>0, |m2|>|a:1|

S<0,P<0 = z1<0,z2 >0, |z1]| > |22

REZOLVAREA UNOR SISTEME DE DOUA ECUATII CU DOUA NECUNOSCUTE
sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul | si una de gradul II: din ecuatia de gradul |



exprimam o necunoscuta in functie de cealalta, inlocuim in a doua ecuatie

> Prin solutia unui sistem intelegem o pereche (zo,y0) € R x R care verifica ambele ecuatii
ale sistemului. Solutiile sistemului reprezinta intersectiile dintre dreapta si parabola.
sisteme omogene:

> O ecuatie de forma az? + bzy + c¢y® = d, a,b,c,d € R se numeste ecuatie omogena de
gradul al doilea cu necunoscutele z si y. Un sistem format din doua eucatii omogene se
az? + by +cy? =d
mz? + nxy + py® = q
sistemului (1) este o pereche (zg,yy) € R x R. Observatii: daca d = 0 sau g = 0 atunci
alegem acea ecuatie si impartim cu y? (sau descompunem in factori). Daca d # 0 Si g # 0
fnmultim convenabil ecuatiile si le adunam-scadem astfel incat sa obtinem 0 in dreapta.

numeste sistem omogen. Forma lui generala arata astfel: (1) { . Solutia

sisteme simetrice:

> O ecuatie Tn necunoscutele z si y se numeste simetrica daca prin schimbarea

necunoscutelor intre ele ecuatia nu se schimba: 222 — 3z — 3y +2y°> =5 (de
r+—y: 2y —3y—3x+222=5

exemplu). Un sistem in care ambele ecuatii sunt simetrice se numeste sistem simetric.

Indicatie generala de rezolvare:
notam § = x +y, P = zy — sistemul Tn necunoscutele S si P este mai simplu

GEOMETRIE

VECTORI IN PLAN

> Prin segmentul (AB) intelegem multimea punctelor dreptei AB situate intre punctele A si
B (puncte ce sunt numite si capete sau extremitati).

> Prin segmentul orientat AB, notat AB, intelegem segmentul (AB) impreuna cu o ordine
bine determinata a capetelor sale, adica A este originea si B este varful. Acestea fiind
spuse, AB # BA.

> Lungimea segmentului orientat AB este lungimea segmentului (AB). Aceasta se noteaza
]EL Spunem ca doud segmente orientate AB si CD au aceeasi lungime daci AB = CD.
> Directia segmentului orientat AB este formata din dreapta AB si toate dreptele d || AB.
Observatie: segmentele orientate AB si CD au aceeasi directie daci AB || CD sau

A, B,C, D coliniare.

> Fie AB si CD doua segmente orientate cu aceeasi directie. Spunem c& segmentele
orientate au acelasi sens daca punctele B si D se afla de aceeasi parte a dreptei AC sau
daca semidreptele (AB si (CD se includ una pe cealalta.

> Spunem c& segmentele orientate AB si CD sunt echipolente dac au aceeasi lungime,

directie sl sens. Relatia de echipolenta se noteaza astfel: AB ~ CD.
- AB=CD
AB ~CD < { AB||CDsauA—B—C—D
A — B, C — D acelasi sens
> Propietati:
AB ~ AB (reflexitivitate)
AB ~ CD <= CD ~ AB (simetrie)
A_B - CB — AB ~ EF (tranzitivitate)
CD ~ EF




> Deoarece relatia de echipolenta este reflexiva, simetrica si tranzitiva, echipolenta este si o
relatie de echivalenta, ceea ce o determina sa imparta multimea tuturor segmentelor
orientate in clase de echivalenta. Observatie: pentru un segment orientat dat exista o
infinitate de segmente orientate echipolente cu el.

> Multimea tuturor segmentelor orientate echipolente cu un segment orientat dat se
numeste vector. Vectorul este o clasa de echivalenta. Observatie: Oricare segment orientat

este considerat reprezentant al vectorului: AB segment orientat

—
AB vector (liber)

H -
AB = {AB, CD, EF, ...}

- - - H‘ H
> Prin modulul sau lungimea vectorului AB intelegem |AB| = AB = BA.

—
> Prin directia vectorului AB intelegem dreapta AB si (V)d || AB.

—
> Sensul vectorului AB este de la A la B, unde A se numeste origine si B Varf.

N -au acelasi modul: m = m
U =V <= | -au aceeasi directie
-au acelasi sens
AB=CD <= { AB || CDsau A, B,C, D coliniare

B, D de aceeasi parte al lui AC

— —
Observatie: daca A, B, C, D nu sunt toate coliniare: AB = CD <= ABDC( paralelogram.

, o O g <
Observatie: daca A = B, atunci AB = AA = 0 (vector nul). Vectorul nul are urmatoarele

proprietati: directia este orice dreapta (nu este bine definitd) si originea este egala cu varful.

—>A B -acelasi modul
-aceeasi directie » vectori opusi

BA | -sens opus

— —
iy QN opusul vectorului?; AB = —BA.

OPERATII CU VECTORI LIBERI
adunarea vectorilor:

o . . o — . ..
> Notam cu V multimea tuturor vectorilor. Daca avem vectorii v si v, atunci si suma lor,

— = = : :
vectorul w = v + v, apartine de asemenea lui V.

7$i7au acelasi sens:

ST -
v= — U+ v=AC =1
_) _>
v= BC

directie: aceeasi cu u Si v
P o
sens: acelasi cu u si v
= =
modul: |/ +ﬂ = |u| + m

7$i7au sens opus:



. . o - .
directie: comuna cu u Si v
L= <
sens: acelasi cu v pentru cd |u| > m

— = .
W'siv'au sens opus si [u] = [v]

= =
VvV=—U . .

} vectorl opusl
- = :
U= —v

%
U+v=0

_>

s (—7) =0
%

u si?au directii diferite:
Regula triunghiului:

W= AB —
- — WtV = AC
N
v = BC
Regula paralelogramului:
_)
= AB
u — = .
- — u+v=AD
v=AC

ABCD paralelogram
— = —
VA, B, C puncte din plan: AB + BC = AC

> Proprietati:
(W+v) + 0 =u+ (W+w), Vi, v, w € V (asociativitate)

u +7:7+7 \77 v € V (comutativitate)

E)+6>: u, VeV (0 € V element neutru)

WeV— () -veV

> Generalizare: regula poligonului: suma vectorilor este vectorul care inchide poligonul.
Acesta are originea primului vector si varful ultimului vector.

Tnmultirea vectorilor:

> Prin produsul dintre numarul real o si vectorul?intelegem vectorul a - v cu proprietétile'
are aceeasi directie cu v (a # 0); are acelasi sens cu v vdacia >0 si sens opus lui v v daca
a < 0; modulul |« ﬂ = |af - WT - dacd a = 0 sauv = 0, atunci « -7: 0.

> Proprietéti'

(a+B)- T=a- v+ﬂ v,Va ﬁERSMJEV

of u—l—ﬁ:a-ﬂ)%—a-v, VQER§IU, vev

a(ﬂ-a = B(a ;3 = af 7, Va, B € R 5176 Vv

VECTORI COLINIARI
> Doi vectori care au aceeasi directie se numesct vectori coliniari. Fie uw, v € V, u # 0, v # 0.
Atunciﬁsi?sunt coliniari daca si numai daca Ja € R* astfel incatd = a - v,

=7 .7 . . .. L. . Lo =7 .
> Daca u si v nu au aceeasi directie, atunci ei se numesc necoliniari. Consecinta: daca u Si

v sunt necoliniari Sip U+ q 7, p,q € R atuncip = ¢ = 0.



> Multimea formatta din doi vectori necoliniari se numeste baz&. Observatie: orice vector
din plan se exprima in mod unic n functie de doi vectori coliniari.

(u,v) baza
ﬁ:a-ﬁm-?}: .

a=c¢, b=
W=cd+dv

a-?—kb-?: c-ﬁ%—d-;}

(a—cja+(b-dg=0

fiep=a—csig=b—-d; =

u, v necoliniari

e
Il
QL o

DESCOMPUNEREA UNUI VECTOR
> Pentru orice vector wev Jda,b € R si baza (7,75 astfel incat w = a -4 + b 7 unde a sib
se numesc componentele lui ﬁdupé baza (7,?3

REPER CARTEZIAN iN PLAN

> Fie punctele z,y, O si dreptele Oz L Oy. Numim planul (zOy) sistem sau reper cartezian,
unde Oz se numeste axa absciselor si Oy axa ordonatelor. VA punct in plan exista perechea
(z4,Ya) € R x R numitd coordonatele lui A, unde z, se numeste abscisa si y, ordonata.

i . . o e
> Vectorii i Si j se numesc versori ai axelor si au urmatoarele proprietati:
e
i =15l =1

- 7

113

T e e 1

i directia lui Oz

% . . .
j directia lui Oy

— 7 . S s <
Cum i si j sunt vectori necoliniari, ei reprezinta o baza.
> Orice vector O A dintr-un reper cartezian unde O se numeste origine si are coordonatele

. < 3 < <. — -
(0,0) poate fi descompus dupa baza (i, j) dupa cum urmeaza: OA = x4 -7 + Yq - J.

— — — _
AB = (xzp—x4)i+ (yp — ya)j, VA, B din plan.

.. . A . - 7 . « A <
> Operatiile cu vectorii scrisi In functie de 4 si 5 se realizeaza in felul urmator:

- = — — — — — —
U=a-i+b jo=citdj = utv=(a+c)i+(b+d)j,k-uU=k-a-it+k-b-j
Modulul vectorului?poate fi exprimat in functie de componentele a si b folosind formula

b

lu| = va?+ b2. Observatii: v = v <= a = ¢, b =d; u, v coliniari <= % = <.

PARALELISM, COLINIARITATE S| CONCURENTA

> Fie segmentul [AB], punctul M € [AB], punctul fix O ¢ [AB] si raportul ==z =k>01n

—
care punctul M imparte segmentul [AB]. OA se numeste vectorul de pozitie al punctului A si

<« —> . . . . R . — .
se noteaza r 4. Vectorul de pozitie al punctului M poate fi exprimat in functie de r 4 Si
Ly — — 2

:OM = OA + T 7.7 OB. Daca M este mijlocul segmentului [AB], atunci



> Vectorul de pozitie al centrului de greutate G al unui triunghi oarecare A ABC poate fi

exprimat in functie de OA, OB si OC astfel:

— 1 — —
OG:§<OA+OB+OC>,VO€P

5 —_— — —
Daca O = G atunct GA+ GB + GC = 0.

PARALELISM, TEOREMA LUI THALES SI TEOREMA BISECTOAREI
> Teorema lui Thales: o paralela dusa la una din laturile unui triunghi (care nu trece prin
niciun varf al triunghiului) formeaza cu celelalte doua laturi segmente propotionale. Fie

ANABC, M € AB,M #+# A, M #BsiN e AC, N # A, N # C.Daca MN || BC, atunci

AM __ AN

AB — AC

> Teorema bisectoarei: daca semidreapta AD este bisectoarea unghiului ZA din triunghiul
. AB _ AC CD AC

AABC, atunci BD — CD <~ BD — AB-

> Vectorul de pozitie al centrului cercului inscris I intr-un triunghi oarecare A ABC poate fi

. . H H . H . . .
exprimat n functie de OA, OB si OC si laturile a = BC, b = AC si ¢ = AB astfel:

— a — b — c —
Ol =——0OA+ ——O0OB+ ———0C
at+b+ec at+b+ec a+b+ec

PROBLEME DE COLINIARITATE, TEOREMA LUI MENELAUS

> Teorema lui Menelaus: fie A’ € BC, B' € AC, C' € AC'in AABC. A’, B'si C' sunt

L o : x AAB BC  C'A _
coliniare daca si numai daca iz * 51 * g = L-

> Vectorul de pozitie al ortocentrului H al unui triunghiu oarecare A ABC poate fi exprimat in

functie de OA, OB si OC astfel: OA + OB 4+ OC = OH. Relatia anterioara impreuna cu

AN

relatia HA + HB + HC = 2HO sunt cunoscunte sub numele de relatiile lui Sylvester.

PROBLEME DE CONCURENTA, TEOREMA LUI CEVA

> Teorema lui Ceva: fie AABC si D € (BC), E € (AC), F € (AB). Dreptele AD, BE si CF

.. . . . . DB EC FA - A . .
sunt coliniare daca si numai daca 55 - 51 - 75 = 1. In acelati triunghi AABC are loc i

o i . FA EA _ OA
relatia lui Van Aubel: +5 + 7 = 6p -

ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE

> Fie triunghiul dreptunghic AABC, m(£A) = 90°. Se definesc urmatoarele notatii:
m(/B) = B, m(£C) =Csi BC =a, AC =b, AB=c.

> Sinusul unui unghi reprezinta raportul dintre cateta opusa si ipotenuza.

> Cosinusul unui unghi reprezinta raportul dintre cateta alaturata si ipotenuza.

> Tangenta unui unghi reprezinta raportul dintre cateta opusa si cateta alaturata. Alternativ,
ea poate fi exprimata prin raportul dintre sin Si cos.

> Cotangenta unui unghi reprezinta raportul dintre cateta alaturata si cateta opusa.
Alternativ, ea poate fi exprimata prin raportul dintre cos Si sin:

b b in B B
sinB:—,cosBzﬁ,tanB:—:SlIl ,cotBZEZCf)S
a a c cos B b sin B




n. a.: In ciuda faptului cd notatiile mai firesti pentru functiile tangenta, respectiv
cotangenta sunt "tg" si "ctg", toate aparitiile acestora vor fi indicate prin notatiile
internationale "tan", respectiv "cot".

> Pentru orice unghi z € (0,90°) au loc urmatoarele relatii:

sin z = cos(90° — z)

cos = sin(90° — )

tan x = cot(90° — z) = z:;z = cot ~

cos T 1
cot x = tan(90° — z) = — =
sin x tan x
> Formula fundamentald a trigonometriei este adevarata Vz € [0,360°]: sin® z + cos? z = 1.

> Masura unui arc de cerc este egala cu masura unghiului la centru corespunzator:
m(AB) = m(ZAOB) = a°

m(CD) = m(AB) = m(£COD) = m(LAOB) = a°

Observatie: masura unui arc de cerc nu depinde de raza cercului. in schimb, masura
influenteaza, alaturi de raza, lungimea arcului:

R
= 17;—0 -a’ (forma simplificata al lui

T o)
e’
360
> Radianul este masura unui arc de cerc a carui lungime este egala cu raza cercului.
Masura unui unghi in radiani se noteaza u(£AOB). Transformarea din grade sexagesimale
in radiani se face astfel:

I -

y(AfN) = u(£LMON) = ]}MBN ( sau se deriva din egalitatea: m rad = 180")

CERCUL TRIGONOMETRIC

> Orice sistem cartezian este compus din patru cadrane: cadranul I: z > 0, y > 0
cadranul II: z < 0, y > 0
cadranul IIl: z < 0, y < 0
cadranul IV: z > 0, y < 0

> Fie punctele A(z 4, ya) Si B(z g, yg). Distanta dintre punctele A si B se calculeaza prin

formula AB = \/(z4 — z5)% + (y4 — yp)?. Observatii: dacd A € Oz, atunci A are
coordonatele (z, 0), z € R; daca A € Oy, atunci A are coordonatele (0, y), y € R.

> Cercul cu centrul in originea axelor O si raza 1 impreuna cu cele doua sensuri de
parcurgere (pozitiv, respectiv negativ) se numeste cerc trigonometric. vt € [0, 2] i asociem
M, € ¥ astfel Incét Lip, =t VEER — ¢ =27k +1o, unde k € Z, ty € [0, 27) rest.

Observatie: oricarui numar real ¢ 1i putem asocia un punct pe cercul trigonometric astfel
incat lungimea arcului AM s fie to.

> Functia F : R — %(0,1), F(t) = M; € ¥ se numeste functia de acoperire a cercului
trigonometric. Vt e R — M; € € — M (zum, yur)-

FUNCTIILE SINUS SI COSINUS

> Fie un numar real t si M; € ¥ punctul corespunzator pe cercul trigonometric. Prin
cosinusul numarului real t intelegem abscisa punctului M si notam cost = x 7. Prin sinusul
numarului real ¢t intelegem ordonata punctului M si notam sint = yj,. Functia



f:R =R, f(t) = cost se numeste functia cosinus si functia g : R — R, g(t) = sint se
numeste functia sinus. Intervalul (0, 27) se numeste primul cerc trigonometric.

z 0 n T 37 27
2 2
sin 0 1 0 —1
cos T 1 0 —1 0 1

> Proprietati:
Ve e R = cosz € [-1, 1], sinz € [-1, 1]
sin? z + cos?z = 1, Vz € R Observatie: (cos x)? = cos? z # cos z>
{sin(:z: + 2km) = sinz

cos(z + 2km) = cosz, Vx € R, Vk € Z
perioada de forma T = 2km, k € Z
cos(—z) = cosz, YVx € R = functia cosinus este o functie para

sin(—z) = —sinz, Vo € R = functia sinus este o functie impara

== functiile sin Si cos sunt functii periodice cu

CI cin  cuar  CIiv

sinx + + - -

cosT + . . +

REDUCEREA LA PRIMUL CADRAN

sin(m — x) = sinz } CII — CI
cos(m —z) = —cosz

sin(m+ x) = —sinz } CIII — CI
cos(m+x) = —cosx

sin(2r — z) = —sinz CIV — O
cos(2m — ) = cosx

sin(90° — z) = sin (% — w) = cosx

cos(90° — x) = cos (g - m) =sinz

FORMULE PENTTRU SINUSUL $I COSINUSUL SUMEI $SI DIFERENTEI DE UNGHIURI
Va, b € R : cos(a —b) =cosa-cosb+sina-sinb
cos(a + b) = cosa-cosb —sina -sinb
i b) =sina-cosb — cosa-sinb
)

sin(a —
a-+b) =sina-cosb+ cosa-sinb

(

sin(

FORMULE PENTRU SINUSUL SI COSINUSUL ARGUMENTULUI DUBLU $I TRIPLU
sin2x = 2sinx + 2cosx

cos2x = cos®>z — sin’ z
cos2x =1 — 2sinz

cos2x = 2cos?z — 1



D)
cosw:\/I—sm T
sinz =+1—cos2z

{sin3w — 3sinz — 4sin’®z

cos3z =4cosdz — 3cosz

FUNCTIILE TRIGONOMETRICE TANGENTA SI COTANGENTA

sin cost

t T
2% + 1)~ Z} _ 7
St,t¢{(k+)2,ke , cott =~ t € {km, k€ Z}

tant =
co

sint

. Prin
cost

> Prin tangenta numarului t € R\ {(2k + 1) | k € Z} intelegem tant =

3 i 2 cost
cotangenta numarului ¢t € R\ {kr | k € Z} intelegem cott = >~

> Functia
T sint
tant : R {2k 1)~ keZ}—>R,t -
ant : R\ (2k+1)5 | an = —
se numeste functia tangenta. Functia
t
cott: R\ {kr|k € Z} =R, cott = —
sint

se numeste functia cotangenta.

> Proprietati:

{VteR\{(2k+1)g |k€Z} = tanteR
Vie R\ {kr|ke€Z} = cotteR

1
sin?z

tan(x + kn) = tanz, Vo € D, Vk € Z
cot(z + km) = cotz, Vo € Dy, Vk € Z

- 0D &) (o) (5

tanzx + - + -

1+tan’e = —5— Ve € Dy, D1 =R\ {2k + 1) T |k € Z}
V:EGDz, DQZR\{kﬂ'|kEZ}

1+cot?z =

= functiile tan si cot au perioada principala =

cotx + - + -

{tan(—m) =—tanz, Vz €Dy __ functiile tan si cot sunt impare

cot(—z) = —cotx, Vo € Do
{tan (% - a:) =cotx
(3

FORMULE PENTRU TANGENTA SUMEI $I DIFERENTEI DE UNGHIURI

tana + tanb tana — tanbd 1

t —-b) = t b) = ——
an(a —b) 1+ tana-tanb’ (a+?) tan(a + b)

tan(a +b) = 1—tana-tanb’



z 0 T 7r 3r 2m n T n
2 9 6 3 4
sinx 0 1 0 -1 0 l V3 V2
2 2 2
Ccosx 1 0 -1 0 1 V3 1 V2
2 2 2
tanx 0 — 0 — 0 \/g V3 1
3
cotx — 0 — 0 — \/g \/g 1
3
2tanzx T sin x 1—coszx
tan2x = ————, tan — = = -
1—tan?zx 2 1+ coszx sinz

substitutia universala (exprimarea functiilor trigonometrice in functie de tangenta
jumatatii argumentului):

2tan% 1—tan2%
> T cotx =

2tan < 1—tan? £
- 2 - 2 —
1 — tan 0l 2133,115

. 2 _ 2
sme& — ————— ., COST = 23},

tanx =
1—|—tan2 z-

1+ tan

TRANSFORMAREA PRODUSELOR iN SUME SI A SUMELOR IN PRODUSE
din sume in produse:

. . . Tty r—-y . . T+y . T—Y
sinz + siny = 2sin - COS , sinx — siny = 2 cos - sin
2 2 2 2
zT+y -y . TTY . T—Y
COS T + cosy = 2 cos > cos 5 cosx — cosy = —2sin 5 sin 5

din produse in sume:

1 1
sinasinb = 5 cos(a — b) — cos(a + b)} , cosacosb = 3 [cos(a + b) + cos(a — b)

1
sinacosb = 3 [sin(a +b) + sin(a — b)}

PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI
> FieE)si?vectori astfel incat m(zﬂii) = a. Prin produsul scalar al vectorilorﬁs,iE>

- < — = , — = o e s :
intelegem numarul real notat » - v cu proprletatea w-v=|ul-| j cos o, daca u Si v nenuli sau

U V= 0, daca w sau v nul. Observatie: u ULl ve=u V= 0, cos o = 0. Exista patru cazuri

particulare:

— =
u-v

= o :
a=0 = cosa=1 = = |u|j : aceeasi directie, acelasi sens

a=mT —> cosa = —1 :>ﬂ>

U-VU>0 = cosa>0 — ae(O,%)



> Proprietati:

v 7_7 U (comutatmtate)

v+ ﬁ} —U VU w (d|str|but|V|tate)

uk-?ﬁz kﬂ))-v:kuv,kER
re By gy Sl e o

=u- u—|u||u|cosO—|u|
|u+ﬁ2 [u]? + 2uv'+ o]
|u j2 |u|2—2uv+| 2
(+ ) () = ful® — of?

e I T S G
> Produsul scalar dintre doi vectonu_az+bg Siv'=ci +dj este u - v = ac + bd. Intre
— -

versorii 4 Si 7 mai exista si urmatoarele proprietét,i:77: 1 977: 0.
APLICATII ALE PRODUSULUI SCALAR iN GEOMETRIE
> Teorema cosinusului: n orice triunghiu AABC are loc relatia:
BC? = AB? + AC? — 2AB - AC - cos A. Folosind notatiile definite anterior, avem setul de
relatii: a® = b + ¢® — 2bc - cos A.
b2 = a% + ¢ — 2ac-cos B
2 =a’+b>—2ab-cosC

. . . .. b2 + 2 — a?
Din acestea, se pot deriva alte trei relatii: cos A = ——

2bc

2 2 _p2

cos B = L
2ac

a? + b2 — c?

cosC= ——
2ab

> Relatia lui Stewart: fie A, B, C € d astfel incat B € (AC) si M ¢ d. Atunci are loc relatia
MA?.BC+ MC?-AB—- MB?-AC = AB-BC - AC.

> Teorema medianei: fie AABC si M € (BC), MB = MC. Notam segmentul [AM] prin m,,
notatie ce indica lungimea medianei din A. Exista si notatiile m; si respectiv m, pentru a
indica lungimea medianei din B, respectiv din C:

s 2P+ —a® , 2(P+a®) b  , 2a®+b*) -

o™ 4 M = 4 » Me = 1

APLICATII TRIGONOMETRIEI IN GEOMETRIE

relatii intre unghiuri:

A+ B+C =180° ()

sin(A+ B) =sinC (sin(w — C))
cos(A+ B) = —cosC (cos(m— C))

. B+C A < W—A)
sin = cos — sin

2 2 2
B+C A T— A
cos = sin — cos
2 2 2

relatii intre unghiurile si laturile unui triunghi:

N . : . . o a_ _ b _ ¢
> Pe langd teorema cosinusului avem si teorema sinusurilor: 7 = 75 = o = 2R,

unde R reprezinta raza cercului circumscris triunghiului.



atb+te
2

> Tn cadrul urmétoarelor formule notatia p = indica semiperimetrul unui triunghi:

(4 (p—b)(p—c)
2 _\/ . bcp
. B (p—a)(p—c)
sin 5" = \/ P acp
. C (p—a)(p—b)
\sm? = \/—p abp
A p(p—a)
cos 5 = be
B |/ p(p-b)
Cos 79 = ac
Cc | plp—c)
\COS 2 = G,b
( ton A (p—b)(p—c) ot A p(p—a)
2 p(p—a) 2\ (p-b)(p—c)
ton B — (p—a)(p—c)
2 p(p—b)
con C (p—a)(p—b)
2 p(p—c)

REZOLVAREA TRIUNGHIULUI OARECARE

> A rezolva un triunghi inseamna a determina toate elementele sale cand cunoastem cateva
dintre ele. Observatie: in cazul unghiurilor este destul sa cunoastem doar o functie
trigonometrica a fiecaruia dintre ele.

cazul L.U.L. (latura-unghiu-latura):

AB=c

BC =a

m(/B) = B
T cos — A02:a22+622—22accosB
Tcos = cosA = b—ng_a

C=180"-A-B
cazul U.L.U. (unghi-latura-unghi):

m(LA)=A

m(/B)=B = C=180" — (A + B)

AB=c

Tsin — -2 — % _— _¢__9p . 4= csin A b— csin B

sin A sin B sinC
cazul L.L.L. (latura-latura-latura):

2., .2 2
Tcos = cosA = b—i_;Ta,cosB:

C=n—-(A+B)

sinC sin C

c2+a’—b?
2ac

FORMULE PENTRU ARIA UNUI TRIUNGHI
Asapc = Sapc =S

B b-c-sinA B a-b-sinC __a-c-sinB

5 2 2 2



AA' = h, Inatimea corespunzatoare lui a
hy naltimea corespuzatoare lui b
h. inaltimea corespunatoare lui ¢

a-ha_b-hb c-h.

S = 5 5 =5 S = \/p(p—a)(P—b)(p—C) (formula lui Heron)
g_ a?-sin B-sinC B b2 -sin A -sinC B c?-sin A -sin B
- 2sin A - 2sin B - 2sinC
abce
S— E, S— Tp,

unde R este raza cercului circumscris si r raza cercului inscris.



